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, êîòîðûå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè
èõ âëîæåíèè â àëãåáðó îêòàâ Êýëè. Ïîêàçàíî, ÷òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ íåèíòåãðèðóåìûìè.
Â êàæäîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ÷åðåç êàëèáðîâêè
ïðîñòðàíñòâà R
7
, âû÷èñëåí òåíçîð Íåéåíõåéñà. Ïîêàçàíà íåâûðîæäåííîñòü îðìû dω è
ïîñòðîåíû íîâûå îñîáûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû íà ïðîèçâåäåíèÿõ ñåð.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: øåñòèìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû, ÷èñ-
ëà Êýëè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå.
1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
Õîðîøî èçâåñòíî [1℄, ÷òî íà îðèåíòèðóåìîì øåñòèìåðíîì ïîäìíîãîîáðàçèè M
â àëãåáðå Ca ÷èñåë Êýëè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà ïðè
ïîìîùè òðåõìåñòíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàêàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóê-
òóðà Êýëè äîñòàòî÷íî àêòèâíî èçó÷àåòñÿ â ñëó÷àå ñåðû S6 ⊂ R7 = Im (Ca) , [26℄.
Ñòðóêòóðû Êýëè íà ïðîèçâåäåíèÿõ ñåð S1 × S5 , S2 × S4 è S3 × S3 ïîêà íå
ñòîëü ïîïóëÿðíû. Íàïîìíèì, ÷òî íà ïðîèçâåäåíèÿõ íå÷åòíîìåðíûõ ñåð èìååòñÿ
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, îïðåäåëåííàÿ Åêìàíîì è Êàëàáè [7℄ (ñì. òàêæå [8℄). Äëÿ
ïðîèçâåäåíèé ÷åòíîìåðíûõ ñåð ñèòóàöèÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Åäèíñòâåííûé
íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé ñóùåñòâîâàíèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ïðîèçâå-
äåíèÿõ ÷åòíîìåðíûõ ñåð äàåò ïðîèçâåäåíèå S2×S4 [9℄. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
èíòåãðèðóåìîé ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòêðûò êàê äëÿ
S2 × S4 , òàê è äëÿ S6 . Èçâåñòíî, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóê-
òóðû J íà S6 ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé g0 íåèíòåãðèðóåìû [5℄. Â ðàáîòå [10℄
ïîêàçàíî, ÷òî íåèíòåãðèðóåìûìè áóäóò ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû J , îðòî-
ãîíàëüíûå îòíîñèòåëüíî ìåòðèê, áëèçêèõ ê ñòàíäàðòíîé. Ñðåäè îðòîãîíàëüíûõ
ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð J íà (S6, g0) ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè
Jc çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî. Â ðàáîòå [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñòðóêòóðû Êýëè îáú-
åì ìíîãîîáðàçèÿ Jc(S
6) â ïðîñòðàíñòâå îðòîãîíàëüíûõ êîìïëåêñíûõ ñòðóêòóð â
R8 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ñðåäè âñåõ äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ïî÷òè êîìïëåêñíûõ
ñòðóêòóð íà S6 . Â ðàáîòå [11℄ äëÿ ñòðóêòóðû Êýëè Jc íà ñåðå S
6
ïîëó÷åíû ÿâ-
íûå âûðàæåíèÿ äëÿ óíäàìåíòàëüíîé îðìû è åå âíåøíåãî äèåðåíöèàëà ÷åðåç
êàëèáðîâêè ïðîñòðàíñòâà R7 , íàéäåí òåíçîð Íåéåíõåéñà ÷åðåç òðîéíîå âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå è ïîêàçàíî, ÷òî óíäàìåíòàëüíàÿ îðìà ω ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé
äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
1.1. ×èñëà Êýëè. Ïóñòü Ca  àëãåáðà ÷èñåë Êýëè, òî åñòü ÷èñåë âèäà x =
= x0+x1e1+ · · ·+x7e7 , ãäå xi ∈ R , à ÷èñëà e1, . . . , e7  ìíèìûå åäèíèöû. Ïðàâèëà
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èõ ïåðåìíîæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé:
e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 −1 e3 −e2 e5 −e4 −e7 e6
e2 −e3 −1 e1 e6 e7 −e4 −e5
e3 e2 −e1 −1 e7 −e6 e5 −e4
e4 −e5 −e6 −e7 −1 e1 e2 e3
e5 e4 −e7 e6 −e1 −1 −e3 e2
e6 e7 e4 −e5 −e2 e3 −1 −e1
e7 −e6 e5 e4 −e3 −e2 e1 −1
Åñëè x0 = 0 , òî ÷èñëî Êýëè x íàçûâàåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì. Áóäåì çàïèñûâàòü
÷èñëî Êýëè x â âèäå x = x0 + X , ãäå x0  äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü è X = x1e1 +
+ · · ·+x7e7  ÷èñòî ìíèìàÿ ÷àñòü. Àëãåáðà Êýëè Ca èìååò îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ:
x = x0 − X , êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì x y = yx è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìó: 〈x, y〉 = (xy+yx)/2 , |x|2 = xx .
Ôîðìóëà X×Y = (XY−Y X)/2 îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå
Im (Ca) ÷èñòî ìíèìûõ ÷èñåë Êýëè.
Àëãåáðà ÷èñåë Êýëè Ca íåàññîöèàòèâíà, òî åñòü (xy)z 6= x(yz) . Àññîöèàòî-
ðîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå [x, y, z] = (xy)z − x(yz) . Àññîöèàòîð êîñîñèììåòðè÷åí
ïî âñåì àðãóìåíòàì, ÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ õîðîøî èçâåñòíûõ ñâîéñòâ
àëãåáðû Êýëè:
 àëüòåðíàòèâíîñòè: (xx)y = x(xy) , x(yy) = (xy)y , x(yx) = (xy)x , òî åñòü
[x, x, y] = 0 , [x, y, y] = 0 , [x, y, x] = 0 , à òàêæå (xx)y = x(xy) , x(yy) = (xy)y , òî
åñòü [x, x, y] = 0 è [x, y, y] = 0 ;
 òîæäåñòâ Ìóàíã: ((xy)z)y = x(yzy) , (xyx)z = x(y(xz)) , (xy)(zx) = x(yz)x ;
 èîðäàíîâîñòè: (xxy)x = xx(yx) , òî åñòü [xx, y, x] = 0 .
Íàïîìíèì åùå ðÿä ñâîéñòâ àëãåáðû Êýëè: 〈xy, zy〉 = 〈x, z〉〈y, y〉 , 〈xw, y〉 =
= 〈x, yw〉 , 〈wx, y〉 = 〈x,wy〉 , (xu)v + (xv)u = 2x〈u, v〉 , u(vx) + v(ux) = 2x〈u, v〉 .
1.2. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå â R7 = Im (Ca). Ïðîñòðàíñòâî R7 = Im (Ca)
ìíèìûõ îêòàâ íàñëåäóåò èç Ca ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈X,Y 〉 è âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå X × Y , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê âåùåñòâåííàÿ è ÷èñòî ìíèìàÿ ÷àñòè
ïðîèçâåäåíèÿ ìíèìûõ ÷èñåë XY :
〈X,Y 〉 = −Re (XY ), X × Y = Im (XY ).
Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç îðìóëû: xy = (x0y0 − 〈X,Y 〉) + x0Y + y0X +X × Y . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå X × Y áèëèíåéíî, êîñîñèììåòðè÷íî è îðòî-
ãîíàëüíî êàæäîìó èõ ñîìíîæèòåëåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îðòîãîíàëüíûå ÷èñòî
ìíèìûå ÷èñëà Êýëè X è Y àíòèêîììóòèðóþò, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ XY = X × Y .
Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (XY Z) = 〈X,Y ×Z〉 = 〈X×
× Y, Z〉 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîñîñèììåòðè÷íóþ 3-îðìó ϕ , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
àññîöèàòèâíîé êàëèáðîâêîé [12℄ ïðîñòðàíñòâà R7 = Im (Ca) :
ϕ(X,Y, Z) = 〈X,Y × Z〉. (1)
Åñëè ωpqr = dxp ∧ dxq ∧ dxr , òî êàëèáðîâêà ϕ èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:
ϕ = ω123 − ω167 + ω257 − ω356 + ω145 + ω246 + ω347. (2)
Òðîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
[XY Z] = (X×Y )×Z−〈X,Z〉Y +〈Y, Z〉X = −X×(Y ×Z)+〈X,Z〉Y −〈X,Y 〉Z. (3)
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Îíî ñâÿçàíî ñ àññîöèàòîðîì îðìóëîé [X,Y, Z] = 2[XYZ] .
Íàì ïîòðåáóþòñÿ òàêæå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, êîòî-
ðûå ñðàçó ïîëó÷àþòñÿ èç ðàâåíñòâà (3).
Åñëè n, Y, Z ∈ R7 è åñëè Y, Z ⊥ n , òî
(n× Y )× Z = −n× (Y × Z)− 〈Y, Z〉n.
Åñëè n  ÷èñòî ìíèìûé âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, òî äëÿ ëþáîãî Z ∈ R7
n× (n× Z) = −Z + 〈n,Z〉n.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ X,Y ∈ R7 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
〈n×X,n× Y 〉 = 〈X,Y 〉 − 〈X,n〉〈Y, n〉.
Êîàññîöèàòèâíàÿ êàëèáðîâêà [12℄ ïðîñòðàíñòâà R7 = Im (Ca)  ýòî âíåøíÿÿ
4-îðìà ψ , îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
ψ(X,Y, Z,W ) =
1
2
〈X, [Y, Z,W ]〉 = 〈X, [Y ZW ]〉. (4)
Êàëèáðîâêà ψ èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàòàõ R7 :
ψ = ω4567 − ω4523 − ω4163 − ω4127 + ω2367 + ω1357 + ω1256. (5)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îðìû ϕ è ψ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ψ = ∗ϕ , ãäå ∗  îïåðàòîð
Õîäæà.
1.3. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà àëãåáðå Êýëè. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîð-
íûì (r -ìåñòíûì) ïðîèçâåäåíèåì íà n-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V íà-
çûâàåòñÿ [1℄ ïîëèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå P : V r → V , r = 1, . . . , n , îáëàäàþùåå
ñâîéñòâàìè:
〈P (x1, . . . , xr), xi〉 = 0, i = 1, . . . , r,
‖P (x1, . . . , xr)‖2 = det(〈xi, xj〉).
Îäíîìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà V åñòü îðòîãîíàëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà J . Äâóõìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî â ðàçìåð-
íîñòè 3 è 7. Íà ñåìèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V äâóõìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå
èçîìîðíî ââåäåííîìó âûøå âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ íà ïðîñòðàíñòâå Im (Ca)
÷èñòî ìíèìûõ ÷èñåë Êýëè. Êàê èçâåñòíî [1℄, íà àëãåáðå Êýëè Ca òðåõìåñòíîå
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî îðìóëàìè:
P (x, y, z) = −(xy)z + 〈x, y〉z + 〈y, z〉x− 〈z, x〉y, (6)
P1(x, y, z) = −x(yz) + 〈x, y〉z + 〈y, z〉x− 〈z, x〉y,
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïåðàöèÿ ñîïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿåò àíòèèçîìîðèçì ýòèõ âåê-
òîðíûõ ïðîèçâåäåíèé: P1(x, y, z) = −P (x, y, z) . Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü íà Ca òîëüêî ïåðâîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå P , çàäàííîå îðìó-
ëîé (6).
Èç ñâîéñòâ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 4-îðìà
Φ(x, y, z, u) = 〈P (x, y, z), u〉 (7)
ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé. Åñëè x = 1 , à x = X è y = Y  ÷èñòî ìíèìûå,
òî îðìóëà (6) îïðåäåëÿåò âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà R7 : P (1, Y, Z) = Y Z +
+ 〈Y, Z〉 = Y × Z . Ïîýòîìó Φ(1, Y, Z, U) = 〈Y × Z,U〉 = ϕ(Y, Z, U) . Â ñëó÷àå,
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êîãäà âñå âåêòîðû X, Y, Z, U ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè è âçàèìíî îðòîãîíàëü-
íûìè, òî Φ(X,Y, Z, U) = 〈(X × Y ) × Z,U〉 = ψ(X,Y, Z, U) . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî îðìóëà
Φ = dx0 ∧ ϕ+ ψ, (8)
ãäå ϕ è φ  ââåäåííûå ðàíåå àññîöèàòèâíàÿ è êîàññîöèàòèâíàÿ êàëèáðîâêè. Ëåãêî
òàêæå âèäåòü, ÷òî îðìà Φ ÿâëÿåòñÿ àíòèàâòîäóàëüíîé: ∗Φ = −Φ .
Ïîíÿòèå âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ åñòåñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ è íà ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.
Òåîðåìà 1 [1℄. Ïóñòü PM  r -ìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ðèìà-
íîâîì ìíîãîîáðàçèè M , à N  îðèåíòèðóåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè
k â M . Òîãäà PM îïðåäåëÿåò (r − k)-ìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå PN íà
ïîäìíîãîîáðàçèè N ïî îðìóëå
PN (X1, . . . , Xr−k) = PM (n1, . . . , nk, X1, . . . , Xr−k),
ãäå n1, . . . , nk  ëîêàëüíî îïðåäåëåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ê ïîäìíîãîîáðàçèþ N .
Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå ñåìèìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ïîäìíîãîîáðà-
çèå M7 â àëãåáðå Ca = R8 èìååò äâóõìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, à ëþáîå
øåñòèìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ïîäìíîãîîáðàçèå N ⊂ R8 èìååò ïî÷òè êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó (îäíîìåñòíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå), îïðåäåëåííóþ îðìóëîé
J(X) = P (n1, n2, X) .
2. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè
Âîçüìåì ðàçëîæåíèå Ca = R8 íà äâå îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòè Ca = Ep ⊕ Eq ,
p+ q = 8 , ïðè÷åì òàê, ÷òî ïåðâàÿ ïëîñêîñòü Ep ñîäåðæèò âåùåñòâåííóþ îñü ïðî-
ñòðàíñòâà Ca . Â êàæäîé ïëîñêîñòè Ep è Eq ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ ñåðó Sp−1
è Sq−1 . Èõ ïðîèçâåäåíèå Sp−1×Sq−1 ÿâëÿåòñÿ øåñòèìåðíûì îðèåíòèðóåìûì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì â R
8
è ïîýòîìó èìååò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, îïðåäåëåí-
íóþ îðìóëîé J(X) = P (n1, n2, X) , ãäå n1(x) = x ∈ Sp−1 è n2(y) = y ∈ Sq−1
 íîðìàëüíûå âåêòîðû ñåð, à X  êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ïðîèçâåäåíèþ ñåð.
Ïîñêîëüêó âòîðîé âåêòîð n2  ÷èñòî ìíèìûé è âñå âåêòîðû n1 , n2 è X âçàèì-
íî îðòîãîíàëüíû, òî ïî îðìóëå (6) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îðìóëó äëÿ ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà ïðîèçâåäåíèè ñåð:
J(X) = P (n1, n2, X) = (n1n2)X, X ∈ T(n1,n2)Sp−1 × Sq−1. (9)
Ôîðìóëà J(X) = (n1n2)X îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó âî âñåì ïðî-
ñòðàíñòâå Ca . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n = n1n2 è
ëþáîãî X ∈ Ca èìååì: J2(X) = n(nX) = (nn)X = −X . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
J(n1) = n2, J(n2) = −n1.
Ïîñêîëüêó n1 è n2 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè è n2  ÷èñòî ìíèìûé, òî
P (n1, n2, X) = (n1n2)X + 〈n2, X〉n1 − 〈n1, X〉n2.
Ïîýòîìó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðû íà ïðîñòðàíñòâå Ca :
J(X) = P (n1, n2, X)− 〈n2, X〉n1 + 〈n1, X〉n2, X ∈ Ca. (10)
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Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
〈J(X), n1〉 = −〈X,n2〉 è 〈J(X), n2〉 = 〈X,n1〉.
Îïåðàòîð J êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà Ca çàâèñèò îò âåêòîðîâ (n1, n2) ∈
∈ Sp−1 × Sq−1 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü íà îòêðûòîå âñþäó
ïëîòíîå ìíîæåñòâî Ep,q â Ca , ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíèåì ïëîñêîñòåé Ep è Eq
ñ âûêèíóòûìè íóëÿìè:
Ep,q = (Ep \ {0})× (Eq \ {0}) ⊂ Ca. (11)
Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Ep,q áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå x = (x1, x2) , ãäå x1 ∈ Ep è




‖x1‖ , n2(x) =
x2
‖x2‖ .
Òîãäà îïåðàòîð Jx ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû íà âîñüìèìåðíîì ìíîãîîáðàçèè
Ep,q â òî÷êå x = (x1, x2) îïðåäåëèì ïî òîé æå îðìóëå
Jx(X) = (n1(x)n2(x))X, X ∈ TxEp,q = Ca. (12)
Îïðåäåëåíèå 1. Ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó J íà Ep,q = (Ep \ {0}) ×
×(Eq\{0}) ⊂ Ca , îïðåäåëåííóþ îðìóëîé (12), áóäåì íàçûâàòü ïî÷òè êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðîé Êýëè.
Íàéäåì âûðàæåíèå òåíçîðà Íåéåíõåéñà N(X,Y ) = 2([JX, JY ] − [X,Y ] −
− J [X, JY ] − J [JX, Y ]) ñòðóêòóðû Êýëè íà Ep,q . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(X,Y ) íàì
ïîòðåáóåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ DX(J) òåíçîðíîãî ïîëÿ J â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X :
DX(J)(Y ) = DX((n1n2)Y )− (n1n2)(DXY ) . Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî Ep,q ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì â R8 , òî ìîæíî îòîæäåñòâèòü âåêòîðû X, Y ñ ïàðàë-
ëåëüíûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà Ep,q è òîãäà DX(J)(Y ) = DX(n1n2)Y . Ïðîèç-
âîäíàÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ n1 è n2 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà X = (X1, X2) â òî÷êå




‖x1‖ (X1 − 〈X,n1〉n1) , dn2(X) =
1
‖x2‖ (X2 − 〈X,n2〉n2) ,
Ïîýòîìó èç îðìóëû DX(J)(Y ) = DX(n1n2)Y = (dn1(X)n2 + n1dn2(X))Y ïîëó-














Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êàõ ïðîèçâåäåíèÿ ñåð Sp−1×Sq−1 ìû èìååì: ‖x1‖ = ‖x2‖ = 1 ,
ïîýòîìó
DX(J)Y = (X1n2)Y + (n1X2)Y − (〈X,n1〉+ 〈X,n2〉)(n1n2)Y.
Äëÿ âåêòîðîâ X, Y , îðòîãîíàëüíûõ Sp−1 × Sq−1 ïîëó÷àåì:
DX(J)(Y ) = (X1n2)Y + (n1X2)Y. (13)
Íàïîìíèì, ÷òî íèæíèé èíäåêñ ó âåêòîðîâ X1 è X2 îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòû âåê-
òîðà X , ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëîæåíèþ (11) ïðîñòðàíñòâà Ep,q â ïðÿìîå ïðîèçâå-
äåíèå.
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Âû÷èñëèì òåïåðü âñå ñëàãàåìûå òåíçîðà Íåéåíõåéñà N(X,Y ) = 2([JX, JY ] −
− [X,Y ] − J [X, JY ] − J [JX, Y ]) ñòðóêòóðû Êýëè íà Ep,q â òî÷êàõ ïðîèçâåäåíèÿ
ñåð è äëÿ âåêòîðîâ X, Y , îðòîãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèþ ñåð. Ïîñêîëüêó X, Y 
ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, òî [X,Y ] = 0 . Äëÿ îñòàëüíûõ ñëàãàåìûõ èìååì:
[JX, JY ] = DJX(JY )−DJY (JX)) = DJX(J)Y −DJY (J)X =
= ((JX)1n2)Y + (n1(JX)2)Y − ((JY )1n2)X + (n1(JY )2)X,
J [X, JY ] = J(DX(JY )−DJYX) = J(DX(J)Y ) = J((X1n2)Y + (n1X2)Y ),
J [JX, Y ] = J(DJXY −DY (JX)) = −J(DY (J)X) = −J((Y1n2)X + (n1Y2)X).
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå òåíçîðà Íåéåíõåéñà â òî÷êàõ ïðîèçâåäåíèÿ
ñåð Sp−1 × Sq−1 äëÿ âåêòîðîâ X, Y , îðòîãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèþ ñåð:
N(X,Y ) = 2
{
(((JX)1n2 + n1(JX)2)Y − ((JY )1n2 + n1(JY )2)X−
− J((X1n2)Y − (Y1n2)X + (n1X2)Y − (n1Y2)X)
}
. (14)
Èç ïîëó÷åííîé îðìóëû ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà J íà
Ep,q ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé.
Âû÷èñëèì òàêæå 〈DX(J)Y, Z〉 â òî÷êàõ ïðîèçâåäåíèÿ ñåð è äëÿ âåêòîðîâ X,
Y, Z , îðòîãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèþ ñåð ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè â
îðìóëå òðåõìåñòíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ P âòîðîé âåêòîð y  ÷èñòî ìíè-
ìûé, òî P (x, y, z) = (xy)z + 〈x, y〉z + 〈y, z〉x− 〈z, x〉y . Ïîýòîìó (xy)z = P (x, y, z)−
− 〈x, y〉z − 〈y, z〉x+ 〈z, x〉y . Òîãäà äëÿ DX(J)Y = (X1n2)Y + (n1X2)Y èìååì:
(X1n2)Y = P (X1, n2, Y ) + 〈Y,X1〉n2, (n1X2)Y = P (n1, X2, Y )− 〈X2, Y 〉n1.
Ïîýòîìó
DX(J)Y = P (X1, n2, Y ) + P (n1, X2, Y ) + 〈Y,X1〉n2 − 〈X2, Y 〉n1.
Åñëè Z  ëþáîé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ïðîèçâåäåíèþ ñåð â òî÷êå x , òî
〈DX(J)Y, Z〉 = Φ(X1, n2, Y, Z) + Φ(n1, X2, Y, Z). (15)
Òåîðåìà 2. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà Ep,q ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîé è íåèíòåãðèðóåìîé. Åå óíäàìåíòàëüíàÿ îðìà ω(X,Y ) = 〈JX, Y 〉
èìååò âèä:
ωx(X,Y ) = Φ(n1, n2, X, Y ) + n
∗
1 ∧ n∗2(X,Y ), (16)
ãäå ñèìâîëàìè n∗1 è n
∗
2 îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå îðìû, äóàëüíûå îòíîñèòåëüíî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ê âåêòîðíûì ïîëÿì n1(x) è n2(x) íà E
p,q
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíîñòü J ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 〈nX, nY 〉 =
= 〈n, n〉〈X,Y 〉 = 〈X,Y 〉 , êîãäà n = n1n2 . Ïîñêîëüêó îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ep,q
èìååò åäèíûå êîîðäèíàòû èç R8 , òî òåíçîð Íåéåíõåéñà N(X,Y ) = 2([JX, JY ] −
− [X,Y ]−J [X, JY ]−J [JX, Y ]) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí íåïîñðåäñòâåííî ïî îðìóëå




k − Jhk ∂hJ ij − J ih∂jJhk + J ih∂kJhj ) . Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ
ýòîé îðìóëîé, äîñòàòî÷íî îïåðàòîð óìíîæåíèÿ Jx(X) =
x1x2
‖x1‖‖x2‖X çàïèñàòü â
âèäå ìàòðèöû, äåéñòâóþùåé íà ñòîëáåö êîîðäèíàò âåêòîðà X, è ïðîâåñòè ÿâíîå
âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò N ijk . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êâàäðàòû êîìïîíåíò N
i
jk òåíçî-
ðà Íåéåíõåéñà ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè óíêöèÿìè êîîðäèíàò òî÷êè x . Ïîýòîìó
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äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè J äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû â îäíîé
òî÷êå çíà÷åíèå òåíçîðà Nx(X,Y ) 6= 0 . Òîãäà N 6= 0 ïî÷òè âñþäó íà Ep,q . Ìîæíî
èñïîëüçîâàòü îðìóëó (14) äëÿ íàõîæäåíèÿ òåíçîðà Íåéåíõåéñà â òî÷êàõ ïðîèç-
âåäåíèÿ ñåð è äëÿ âåêòîðîâ X, Y , îðòîãîíàëüíûõ ïðîèçâåäåíèþ ñåð. Ïóñòü,
íàïðèìåð: n1 = 1 , n2 = e5 , X = X1 = e1 , Y = Y1 = e2 . Òîãäà N(n1,n2)(e1, e2) =
= 4e3 − 4e6 6= 0 .
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-îðìà ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J íà Ep,q íàõîäèòñÿ
äîñòàòî÷íî ïðîñòî èç îðìóëû (10) äëÿ J :
ωx(X,Y ) = 〈JX, Y 〉 = 〈P (n1, n2, X)− 〈n2, X〉n1 + 〈n1, X〉n2, Y 〉 =
= Φ(n1, n2, X, Y ) + 〈n1, X〉〈n2, Y 〉 − 〈n1, Y 〉〈n2, X〉 =
= Φ(n1, n2, X, Y ) + n
∗
1 ∧ n∗2(X,Y ).
ãäå Φ(x, y, z, w) = 〈P (x, y, z), w〉  ââåäåííàÿ ðàíåå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ 4-îðìà
íà àëãåáðå Ca , à ñèìâîëàìè n∗1 è n
∗
2 îáîçíà÷åíû ëèíåéíûå îðìû, äóàëüíûå ê
âåêòîðíûì ïîëÿì n1(x) è n2(x) íà E
p,q
îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
3. Øåñòèìåðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñåð â Ca = R8
Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ep,q ⊂ R8 ïðè
îãðàíè÷åíèè íà ïîäìíîãîîáðàçèå Sp−1 × Sq−1 îïðåäåëÿåò íà íåì ïî÷òè êîìïëåêñ-
íóþ ñòðóêòóðó, êîòîðóþ òàêæå áóäåì íàçûâàòü èìåíåì Êýëè. Òî÷êó x ∈ Sp−1 ×
×Sq−1 åñòåñòâåííî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâóõ êîìïîíåíò: x = (n1, n2) , ãäå n1 ∈ Sp−1
è n2 ∈ Sq−1 îòîæäåñòâëÿþòñÿ òàêæå ñ íîðìàëüíûìè âåêòîðàìè ñåð. Òîãäà äëÿ
âåêòîðà X ∈ Tx(Sp−1 × Sq−1) èìååì Jx(X) = P (n1, n2, X) = (n1n2)X .
Òåîðåìà 3. Îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà Sp−1×
× Sq−1 ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-îðìà íà Sp−1× Sq−1 è
åå âíåøíèé äèåðåíöèàë èìåþò ñîîòâåòñòâåííî âèä:
ωx(X,Y ) = Φ(n1, n2, X, Y ), (17)
dω(X,Y, Z) = Φ(X1, n2, Y, Z) + Φ(Y1, n2, Z,X) + Φ(Z1, n2, X, Y )+
+ Φ(n1, X2, Y, Z) + Φ(n1, Y2, Z,X) + Φ(n1, Z2, X, Y ), (18)
ãäå n1 ∈ Sp−1 , n2 ∈ Sq−1 , à íèæíèå èíäåêñû 1 è 2 ó âåêòîðîâ X,Y, Z ∈ Tx(Sp−1×
× Sq−1) îáîçíà÷àþò êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûå ê Sp−1 è Sq−1
ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇XJ íà Sp−1×Sq−1 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå
〈∇X(J)Y, Z〉 = Φ(X1, n2, Y, Z) + Φ(n1, X2, Y, Z).
Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà Sp−1×Sq−1 ÿâëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî
ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîé, òî åñòü èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
∇X1(J)X1 = 0, ∇X2 (J)X2 = 0,
äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ, êàñàòåëüíûõ òîëüêî ê îäíîìó èç ñîìíîæèòåëåé â ïðîèçâå-
äåíèè Sp−1 × Sq−1 , òî åñòü âåêòîðîâ âèäà X = (X1, 0) è X = (0, X2) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Sp−1×Sq−1 (ïî÷òè) ãîëîìîðíî âêëàäûâàåòñÿ
â ïðîñòðàíñòâî Ep,q , òî âûðàæåíèÿ òåíçîðà Íåéåíõåéñà, óíäàìåíòàëüíîé îðìû
è êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà J ïîëó÷àþòñÿ èç îáùèõ âûðàæåíèé, ïîëó-
÷åííûõ äëÿ ïðîñòðàíñòâà Ep,q , ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå âåêòîðû X, Y, Z îðòîãîíàëüíû
íîðìàëüíûì âåêòîðàì n1 è n2 . Òàêèì îáðàçîì, íà S
p−1×Sq−1 òåíçîð Íåéåíõåéñà
èìååò âûðàæåíèå (14), èç êîòîðîãî ñëåäóåò íåèíòåãðèðóåìîñòü J .
Äëÿ óíäàìåíòàëüíîé 2-îðìû, ó÷èòûâàÿ, ÷òî X, Y îðòîãîíàëüíû n1 è n2 ,
èìååì:
ωx(X,Y ) = 〈JX, Y 〉 = 〈P (n1, n2, X)− 〈n2, X〉n1 + 〈n1, X〉n2, Y 〉 =
= 〈P (n1, n2, X), Y 〉 = Φ(n1, n2, X, Y ).
Íàéäåì âíåøíèé äèåðåíöèàë îðìû ω ïî îðìóëå
dω(X,Y, Z) = Xω(Y, Z) + Y ω(Z,X) + Zω(X,Y )−
− ω([X,Y ], Z)− ω([Y, Z], X)− ω([Z,X ], Y ).
Âåêòîðû X,Y, Z ∈ Tx(Sp−1 × Sq−1) óäîáíî ñ÷èòàòü ïðîäîëæåííûìè íà Ep,q êàê
ïàðàëëåëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, òîãäà èõ ñêîáêè Ëè áóäóò íóëåâûìè. Ïîñêîëüêó
âåêòîð X = (X1, X2) îðòîãîíàëåí ê n1 è n2 , òî dn1(X) = X1 è dn2(X) = X2 ,
Ïîýòîìó
Xω(Y, Z) = XΦ(n1, n2, Y, Z) = Φ(X1, n2, Y, Z) + Φ(n1, X2, Y, Z).
Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì dω .
Ôîðìóëà äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇XJ óñòàíîâëåíà ðàíåå êàê îðìó-
ëà (15). Èç (15) è êîñîñèììåòðè÷íîñòè Φ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ∇X1(J)X1 = 0 ,
∇X2(J)X2 = 0 äëÿ âåêòîðîâ âèäà X = (X1, 0) = X1 è X = (0, X2) = X2 . Ýòî ñâîé-
ñòâî åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîêîìïîíåíòíîé ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîñòüþ, òî åñòü
ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîñòüþ îòäåëüíî ïî íàïðàâëåíèÿì, êàñàòåëüíûì ê Sp−1 è
îòäåëüíî ê Sq−1 . Äëÿ îáùåãî âåêòîðà X ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè. Òåîðåìà äîêàçàíà.
3.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû 3-îðì. Ïîñêîëüêó âñå ðàññìàò-
ðèâàåìûå íàìè øåñòèìåðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñåð íå ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêè-
ìè ìíîãîîáðàçèÿìè, òî óíäàìåíòàëüíûå îðìû ω ïî÷òè êîìïëåêñíûõ ñòðóê-
òóð Êýëè íå ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè, dω 6= 0 . Í. Õèò÷èí â ðàáîòå [13℄ ïîêàçàë,
÷òî â øåñòèìåðíîì ñëó÷àå äëÿ 3-îðìû èìååò ñìûñë ïîíÿòèå íåâûðîæäåííîñòè
è êàæäàÿ 3-îðìà îïðåäåëÿåò îïåðàòîð, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïî÷òè êîìïëåêñ-
íîé ñòðóêòóðîé. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âîïðîñ î íåâûðîæäåííîñòè 3-îðìû dω
óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè íà ïðîèçâåäåíèè
ñåð è âîïðîñ òîì, îïðåäåëÿåò ëè dω íîâóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà
Sp−1 × Sq−1 . Ñíà÷àëà íàïîìíèì îñíîâíûå ïîñòðîåíèÿ Õèò÷èíà.
Ïóñòü V  6 -ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, µ  îðìà îáúåìà
íà V è Λ3V ∗  20 -ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ïîëèëèíåé-
íûõ 3 -îðì íà V . Äëÿ îðìû Ω ∈ Λ3V ∗ è âåêòîðà v ∈ V âîçüìåì âíóòðåííåå ïðî-
èçâåäåíèå ιvΩ ∈ Λ2V ∗ . Òîãäà ιvΩ ∧ Ω ∈ Λ5V ∗ . Åñòåñòâåííîå ñïàðèâàíèå âíåøíèì
ïðîèçâåäåíèåì V ∗ ⊗ Λ5V ∗ → Λ6V ∗ ≡ Rµ îïðåäåëÿåò èçîìîðèçì A : Λ5V ∗ ∼= V ,
è, èñïîëüçóÿ ýòî, ìû îïðåäåëÿåì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå KΩ : V → V êàê
KΩ(v) = A(ιvΩ ∧ Ω). (19)
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Îïðåäåëåíèå 2. Ôîðìó Ω áóäåì íàçûâàòü íåâûðîæäåííîé, åñëè λ(Ω) 6= 0 .
Â ðàáîòå [13℄ ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå KΩ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè: trKΩ = 0 è K
2
Ω = λ(Ω)Id .
Òåîðåìà 4 [13℄. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λ(Ω) 6= 0 äëÿ Ω ∈ Λ3V ∗ . Òîãäà
• λ(Ω) > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = α+ β , ãäå α, β  âåùåñòâåííûå
ðàçëîæèìûå 3-îðìû è α ∧ β 6= 0 ;
• λ(Ω) < 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = α + α¯ ãäå α ∈ Λ3(V ∗ ⊗ C) åñòü
êîìïëåêñíàÿ ðàçëîæèìàÿ 3-îðìà è α ∧ α¯ 6= 0 .
Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò [13℄, ÷òî åñëè λ(Ω) > 0 , òî îíà ëåæèò â GL(V )-
îðáèòå îðìû ϕ = θ1 ∧ θ2 ∧ θ3+ θ4 ∧ θ5 ∧ θ6 äëÿ áàçèñà θ1, . . . , θ6 ïðîñòðàíñòâà V ∗ ,
à åñëè λ(Ω) < 0 , òî â îðáèòå îðìû
ϕ = α+ α¯, α = (θ1 + iθ2) ∧ (θ3 + iθ4) ∧ (θ5 + iθ6).
Â ñëó÷àå λ(Ω) < 0 ïðèâåäåííàÿ âûøå îðìà èìååò âèä: ϕ = 2(θ135 − θ146 − θ245 −
− θ236) , ãäå θijk = θi ∧ θj ∧ θk .
20 -ìåðíîå âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Λ3V ∗ ñîäåðæèò èíâàðèàíò-
íóþ êâàäðàòè÷íóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü λ(Ω) = 0 , êîòîðàÿ äåëèò Λ3V ∗ íà äâà îò-
êðûòûõ ìíîæåñòâà: λ(Ω) > 0 è λ(Ω) < 0 . Êîìïîíåíòà åäèíèöû ñòàáèëèçàòîðà
3 -îðìû, ëåæàùåé â ïåðâîì ìíîæåñòâå, ñîïðÿæåíà ãðóïïå SL(3,R)× SL(3,R) , à
â äðóãîì ñëó÷àå  ãðóïïå SL(3,C) .
Â ñëó÷àå λ(Ω) < 0 âåùåñòâåííàÿ 3 -îðìà Ω îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíóþ 3 -îðìó
α ∈ Λ3(V ∗ ⊗ C) è ñòðóêòóðó IΩ êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà âå-
ùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó K2Ω =





àññìîòðèì òåïåðü ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ïðîèçâåäåíèé ñåð â ïðîñòðàíñòâå Ca .
Îòìåòèì, ÷òî, â îòëè÷èå îò S6 , íà ïðîèçâåäåíèè ñåð S1 × S2m−1 ñóùåñòâóåò
êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, îíà áûëà îòêðûòà Õîïîì [14℄. Êàëàáè è Ýêìàí íàøëè
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà ïðîèçâåäåíèè ëþáûõ íå÷åòíîìåðíûõ ñåð (ñì. [7℄ è [8℄).
Êàê èçâåñòíî [9℄, íà ïðîèçâåäåíèè ÷åòíîìåðíûõ ñåð ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà
ñóùåñòâóåò òîëüêî â îäíîì íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå S2× S4 . Ìû ðàññìîòðèì ïî÷òè
êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû Êýëè íà S6, S3 × S3, S1 × S5 è S2 × S4 .
3.2. Ñåðà S6 . Äëÿ øåñòèìåðíîé ñåðû S6 âîçüìåì ðàçëîæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Ca â ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíîãî è ñåìèìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâ: Ca =
= Re(Ca)× Im (Ca) = R×R7 . Ïîëó÷àåì S0×S6 = {−1,+1}×S6  äâà ýêçåìïëÿðà
ñòàíäàðòíîé åäèíè÷íîé ñåðû S6 â ïðîñòðàíñòâå R7 ÷èñòî ìíèìûõ ÷èñåë Êýëè.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäèí ýêçåìïëÿð {1} × S6 = S6 ⊂ R7 . Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà Êýëè J íà S6 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè n = n(x) 
åäèíè÷íûé íîðìàëüíûé âåêòîð â òî÷êå x ∈ S6 , òîãäà Jx : TxS6 → TxS6 åñòü óìíî-
æåíèå íà n ñëåâà: Jx(X) = n ×X . Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðóêòóðà J ÿâëÿåòñÿ îðòîãî-
íàëüíîé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñòðóêòóðà J íåèíòåãðèðóåìà, òî åñòü N(X,Y ) 6= 0 .
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Ïóñòü ω(X,Y ) = 〈JX, Y 〉  óíäàìåíòàëüíàÿ 2-îðìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ J .
Îíà èìååò î÷åíü ïðîñòîå âûðàæåíèå ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:
ω(X,Y ) = 〈n×X,Y 〉 = 〈n,X × Y 〉. (21)
Ïî êëàññèèêàöèè ðåÿ Õàðâåëëû [15℄ ïî÷òè ýðìèòîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ìíîãî-
îáðàçèå (S6, J) ïðèíàäëåæèò êëàññó W1 = NK ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâûõ ìíîãî-
îáðàçèé (nearly Kahler). Íàïîìíèì, ÷òî ýòî òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ÷òî ∇X(J)X = 0 ,
èëè 3∇ω = dω . Â ðàáîòå [15℄ óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðèáëèçèòåëüíî
êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèé:




|N |2 = s− s∗,
ãäå ω  óíäàìåíòàëüíàÿ îðìà, N  òåíçîð Íåéåíõåéñà è s, s∗  ñêàëÿðíûå
êðèâèçíû.
Âûðàçèì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J íà ñåðå
S6 ÷åðåç âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå (ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ ñì. â [11℄).
Ëåììà 1. Êàëèáðîâêà ϕ ïðè åå îãðàíè÷åíèè íà ñåðó îáëàäàåò ñâîéñòâîì:
ϕ(JX, Y, Z) = ϕ(X, JY, Z) = ϕ(X,Y, JZ).
Äîêàçàòåëüñòâî.
ϕ(Z, JX, Y ) = 〈Z, JX × Y 〉 = 〈Z,−n× (X × Y )− (X,Y )n〉 =
= 〈Z,−n× (X × Y )〉 = −〈Z × n,X × Y 〉 =
= 〈n× Z,X × Y 〉 = 〈JZ,X × Y 〉 = ϕ(JZ,X, Y ).
Ëåììà 2. Ïóñòü ϕ è ψ  àññîöèàòèâíàÿ è êîàññîöèàòèâíàÿ êàëèáðîâêè ïðî-
ñòðàíñòâà R7 . Òîãäà äëÿ ëþáûõ X, Y, Z , êàñàòåëüíûõ ê ñåðå S6 èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî
inψ(X,Y, Z) = −ϕ(JX, Y, Z),
ãäå in  âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå ñ âåêòîðîì íîðìàëè n(x) .
Äîêàçàòåëüñòâî.
inψ(X,Y, Z) = 〈n, [XY Z]〉 = 〈n,−X × (Y × Z)〉 =
= −〈n×X,Y × Z〉 = −ϕ(JX, Y, Z).
Ïóñòü ∗S  îïåðàòîð Õîäæà íà ñåðå è θ|S  îãðàíè÷åíèå äèåðåíöèàëüíîé
îðìû θ â R7 íà ïîäìíîãîîáðàçèå S6 .
Òåîðåìà 5 [11℄. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ îðìà ω ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû
Êýëè J íà S6 è åå âíåøíèé äèåðåíöèàë dω îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:
ω = inϕ, dω = 3ϕ|S , (22)
∗S ω = ψ|S , ∗S dω = −3 inψ,
dω(X,Y, Z) = 3 inψ(JX, Y, Z),
dω(JX, Y, Z) = dω(X, JY, Z) = dω(X,Y, JZ),
dω(X, JY, JZ) = −dω(X,Y, Z).
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Íàéäåì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ òåíçîðà J . Ïîñêîëüêó n(x) = x , òî äëÿ
ëþáîãî êàñàòåëüíîãî âåêòîðà X ∈ TxS6 èìååì: Dnx(X) = X . Òîãäà èç ðàâåíñòâà




(∇XJ)Y = X × Y − 〈n(x), X × Y 〉n = X × Y − ω(X,Y )n.
Òåîðåìà 6. Òåíçîð Íåéåíõåéñà N(X,Y ) ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J
èìååò âèä
N(X,Y ) = −8n× (X × Y ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç îðìóëû (14).
Ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îðìóëó g(N(X,Y ), JZ) = 4g((∇ZJ)X,Y ) +
+ 2dω(Z, JX, JY ) − 2dω(Z,X, Y ) , óñòàíîâëåííóþ â êíèãå [7℄ (ñ ó÷åòîì ðàçíèöû
â îïðåäåëåíèè âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ è óíäàìåíòàëüíîé îðìû), ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà òåîðåìû (5) è îðìóëû äëÿ (∇XJ)Y .
Òåîðåìà 7 [11℄. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ 2-îðìà ω ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòó-
ðû Êýëè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:
∆ω = 12ω.
3.2.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 3-îðìå dω .
Äëÿ óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè íà S6 3-
îðìà Ω = dω èìååò âèä Ω = 3ϕ|S6 , ãäå ϕ = ω123 − ω167 + ω257 − ω356 + ω145 +
+ ω246 + ω347  àññîöèàòèâíàÿ êàëèáðîâêà ïðîñòðàíñòâà R
7 = Im (Ca) (íàïîìíèì,
÷òî ωpqr = dxp ∧ dxq ∧ dxr ).
Íàéäåì îïåðàòîð KΩ äëÿ êàæäîé òî÷êè ñåðû. àññìîòðèì ñíà÷àëà òî÷êó
e7 ∈ S6 . Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âåêòîðîâ




Ωe7 = 3(ω123 − ω356 + ω145 + ω246).
Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè îðìû Ωe7 îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû èçîòðîïèè SU(3) ⊂
⊂ G2 , äåéñòâóþùåé íà Te7S6 , äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå KΩ íà îäíîì âåê-
òîðå, íàïðèìåð, KΩ(e1) :
ιe1Ωe7 = 3ιe1(ω123 − ω356 + ω145 + ω246) = 3(ω23 + ω45).
ιe1Ωe7 ∧ Ωe7 = 18ω12345 = −18ιe6ω123456.
Ïîýòîìó KΩ(e1) = −18e6 = 18e7 × e1 = 18J(e1) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî IΩe7 = Je7 .
Èç èíâàðèàíòíîñòè ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè J è îðìû Ω îòíîñè-
òåëüíî ãðóïïû G2 , äåéñòâóþùåé òðàíçèòèâíî íà S
6
, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî
IΩe7 = Je7 èìååò ìåñòî íå òîëüêî â òî÷êå e7 , íî è â ëþáîé äðóãîé òî÷êå ñåðû.
Âûâîä. 3-îðìà Ω = dω íà S6 íåâûðîæäåíà âñþäó è îïðåäåëÿåò ïî÷òè êîì-
ïëåêñíóþ ñòðóêòóðó IΩ íà S
6
, ñîâïàäàþùóþ ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé
Êýëè J .
3.3. Ïðîèçâåäåíèå ñåð S3 × S3 . àññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå äâóõ íå÷åò-
íîìåðíûõ ñåð S3 è S3 , âëîæåííîå â Ca = R8 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñåðà S3
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R4 , ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë âèäà x =
= x0 + x1e1 + x
2e2 + x
3e3 , à âòîðàÿ ñåðà S
3
 åäèíè÷íîé â äðóãîé êîîðäèíàòíîé
ïëîñêîñòè R
4
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Ñ÷èòàÿ ÷èñëî e1 êîìïëåêñíîé ìíèìîé åäèíèöåé (e1 = i) , îòîæäåñòâèì ïåðâîå
ïðîñòðàíñòâî R4 ÷èñåë x = x0 + x1e1 + x
2e2 + x












Ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèå xy ÷èñåë Êýëè ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö UxUy .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñåðà S3 ⊂ R4 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé SU(2) . Êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â åäèíèöå T1S
3
èìååò áàçèñ èç âåêòîðîâ e1, e2, e3 . Ïðè îòîæäåñòâëå-
íèè S3 ≡ SU(2) äàííîìó áàçèñó ñîîòâåòñòâóåò áàçèñ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

















Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà S3 èìåþò âèä:













= (−x1, x0,−x3, x2),












= (−x2, x3, x0,−x1),













= (−x3,−x2, x1, x0).
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííûå ïðàâîèíâàðèàíòíûå ïîëÿ ïîëó÷àþòñÿ èç âåêòîðîâ e1 ,













3e3) = −x3−x2e1x1e2+x0e3 = (−x3,−x2, x1, x0) = V3(x).
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îòîæäåñòâèì âòîðîå ïðîñòðàíñòâî R
4
÷èñåë y = x4e4 +
+ x5e5 + x
6e6 + x
7e7 = (x
4 + x5e1 + x
6e2 + x
7e3)e4 ñ êîìïëåêñíûìè ìàòðèöàìè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:






Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñåðà S3 ⊂ R4 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ãðóïïîé SU(2) . Êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Te4S
3
â òî÷êå e4 èìååò áàçèñ èç âåêòîðîâ e5, e6, e7 . Ïðè
îòîæäåñòâëåíèè S3 ≡ SU(2) äàííîìó áàçèñó ñîîòâåòñòâóåò áàçèñ â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TeSU(2) , ñîñòîÿùèé èç ìàòðèö F1 = E1, F2 = −E2, F3 = E3 . Òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà S3 èìåþò âèä:
W1(y) = (−x5, x4, x7,−x6),
W2(y) = (−x6,−x7, x4, x5),
W3(y) = (−x7, x6,−x5, x4).
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Äàííûå ïðàâîèíâàðèàíòíûå ïîëÿ ïîëó÷àþòñÿ èç âåêòîðîâ e1 , e2 , e3 ïðè èõ












= x4e6 + x






= x4e7 − x5e6 + x6e5 − x7e4 = (−x7, x6,−x5, x4) =W1(y).
Òåîðåìà 8. Îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè íà S3 × S3
ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Ïðè åñòåñòâåííîì îòîæäåñòâëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ
ñåð S3 × S3 ñ ãðóïïîé Ëè SU(2) × SU(2) ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êý-
ëè J ÿâëÿåòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíîé. Ïðè ýòîì äëÿ áàçèñíûõ ïðàâîèíâàðèàíòíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé Vi è Wj íà ãðóïïàõ-ñîìíîæèòåëÿõ èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:
JW1 = V1 , JW2 = V2 , JW3 = V3 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïðàâîèíâàðèàíòíîñòè ñòðóêòóðû Êýëè
J äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû J ïåðåâîäèò
ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ Wi(y) â ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïî-
ëÿ Vi(x) . Ïóñòü (x, y) ∈ S3 × S3 . Êàê óæå îòìå÷àëîñü, n1(x) = x è n2(y) = y .
Â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
• n1n2 ⊥ ei , n1 ⊥ n2 , n2 ⊥ ei , n1 ⊥ n2 × ei n2 ⊥ n2 × ei äëÿ i = 1, 2, 3 ;
• uv = U × V − 〈U, V 〉 äëÿ ÷èñòî ìíèìûõ îêòàâ u è v ;
• n× (n× Z) = −Z + 〈n,Z〉n , åñëè n  âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû;
• (X × Y )× Z = −X × (Y × Z) + 2〈X,Z〉Y − 〈X,Y 〉Z − 〈Y, Z〉X ;
• 〈xy, zy〉 = 〈x, z〉〈y, y〉 .
Ó÷èòûâàÿ ðàçëîæåíèå n1 = n
0
1 + N1 íà âåùåñòâåííóþ è ÷èñòî ìíèìóþ ÷àñòè,
èìååì äëÿ i = 1, 2, 3 :
J(Wi(y)) = J(eiy) = (n1n2)(ein2) = −〈n1n2, ein2〉+ (n1n2)× (ein2) =
= −〈n1, ei〉+ ((n01 +N1)n2)× (ei × n2) =
= −〈n1, ei〉+ n01(n2 × (ei × n2) + (N1 × n2)× (ei × n2) =
= −〈n1, ei〉 − n01(n2 × (n2 × ei)− (N1 × n2)× (n2 × ei) =
= −〈n1, ei〉+ n01ei − (N1 × n2)× (n2 × ei) =
− 〈n1, ei〉+ n01ei +N1 × (n2 × (n2 × ei))− 2〈N1, n2 × ei〉n2+
+ 〈N1, n2〉(n2 × ei) + 〈n2, n2 × ei〉N1 =
= −〈n1, ei〉+ n01ei +N1 × (n2 × (n2 × ei)) = n01ei −N1 × ei − 〈n1, ei〉 =
= n01ei −N1 × ei − 〈N1, ei〉 =
= n01ei + ei ×N1 − 〈ei, N1〉 = ei(n01 +N1) = ein1 = eix = Vi(x).
Î÷åâèäíî, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè íà S3×S3 ÿâëÿåòñÿ íåèíòå-
ãðèðóåìîé. Òåíçîð Íåéåíõåéñà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ áàçèñíûõ ïðàâîèíâàðèàíò-
íûõ ïîëåé Vi è Wj , i, j = 1, 2, 3 , ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî [Vi,Wj ] = 0 .
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3.3.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 3-îðìå dω .
Íàéäåì âûðàæåíèå óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êý-
ëè íà S3×S3 , âû÷èñëèì dω è èññëåäóåì ïîñëåäíþþ îðìó íà íåâûðîæäåííîñòü.
Â ñèëó åå ïðàâîèíâàðèàíòíîñòè âñå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè â êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå T(1,e4)(S
3 × S3) = T(e,e)(SU(2)× SU(2)) . Ýòî ïðîñòðàíñòâî èìååò îð-
òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {E1, E2, E3, F1, F2, F3} . Ñêîáêè Ëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðà-
âîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
[E1, E2] = −2E3, [E1, E3] = 2E2, [E2, E3] = −2E1,
[F1, F2] = 2F3, [F1, F3] = −2F2, [F2, F3] = 2F1.
Ïîñêîëüêó J(Ek) = −Fk , k = 1, 2, 3 , òî óíäàìåíòàëüíàÿ îðìà ω(X,Y ) =
= 〈JX, Y 〉 ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ: ω(Ek, Fk) = −1 , k = 1, 2, 3 . Ïóñòü e1, e2, e3, f1,
f2, f3  äóàëüíûé áàçèñ. Òîãäà îðìà ω èìååò âèä:
ω = −e1 ∧ f1 − e2 ∧ f2 − e3 ∧ f3.
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíåãî äèåðåíöèàëà dω èñïîëüçóåì îðìóëû Ìàóðåðà 




i ∧ θj ñî ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè äëÿ ïðàâîèíâàðè-
àíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì:
de1 = 2e2 ∧ e3, de2 = −2e1 ∧ e3, de3 = 2e1 ∧ e3,
df1 = −2f2 ∧ f3, df2 = 2f1 ∧ f3, df3 = −2f1 ∧ f3.
Ïîýòîìó 3-îðìà èìååò âèä:
Ω = dω = −2e23 ∧ f1 + 2e13 ∧ f2 − 2e12 ∧ f3 − 2e1 ∧ f23 + 2e2 ∧ f13 − 2e3 ∧ f12,
ãäå, êàê îáû÷íî, epq = ep ∧ eq è fpq = fp ∧ f q . Òåïåðü âû÷èñëåíèå ιvΩ ∧ Ω íå ñî-
ñòàâëÿåò òðóäà. Íàïðèìåð, äëÿ áàçèñíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ E1 èìååì:
ιE1Ω = 2e
3 ∧ f2 − 2e2 ∧ f3 − 2f23, ιE1Ω ∧ Ω = −8e123 ∧ f23 − 4e23 ∧ f123.
Ïîñêîëüêó
ιF1µ = ιF1e
123 ∧ f123 = −e123 ∧ f23, ιE1µ = ιE1e123 ∧ f123 = e23 ∧ f123,
òî
ιE1Ω ∧ Ω = ι8F1−4E1µ.
Ïîýòîìó KΩ(E1) = 8F1 − 4E1 . Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî:
KΩ(E2) = 8F2 − 4E2, KΩ(E3) = 8F3 − 4E3,
KΩ(F1) = −8E1 + 4F1, KΩ(F2) = −8E2 + 4F2, KΩ(F3) = −8E3 + 4F3.
Ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ, ÷òî K2Ω = −48Id . Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé
Âûâîä. 3-îðìà Ω = dω íà S3 × S3 ≡ SU(2) × SU(2) íåâûðîæäåíà âñþäó è
îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó IΩ íà S




(2X2 −X1,−2X1 +X2), (23)
ãäå X1 è X2  êîìïîíåíòû êàñàòåëüíîãî âåêòîðà X ∈ T (S3 × S3) .
Çàìå÷àíèå 1. Äàííàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà IΩ ïîëó÷åíà â ðàáîòå [16℄
êàê êàíîíè÷åñêàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà 3-ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå SU(2) × SU(2) × SU(2)/∆SU(2) . Â [16℄ ïîêàçàíî, ÷òî âìåñòå ñ îðìîé ω
îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èíâàðèàíòíîé ïðèáëèçèòåëüíî êýëåðîâîé ñòðóêòóðîé
íà S3 × S3 .
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3.4. Ïðîèçâåäåíèå ñåð S1 × S5 . Ïóñòü ñåðà S1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé
â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R2 , ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë âèäà x = x0 + x4e4 , à S
5

åäèíè÷íîé â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R6 , ñîñòîÿùåé èç ÷èñåë âèäà x = x1e1 +




7e7 . Ïóñòü n1(x) = x ∈ S1 è n2(x) = x ∈ S5 .
Ïîñêîëüêó S1×S5 åñòü øåñòèìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â R8 , òî îíî èìååò ïî÷òè
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, îïðåäåëåííóþ îðìóëîé
J(X) = P (n1, n2, X) = (n1n2)X, X ∈ T(n1,n2)(S1 × S2m−1).
Âëîæåíèå S1 × S5 ⊂ E2,6 ÿâëÿåòñÿ (ïî÷òè) ãîëîìîðíûì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðàíåå âûðàæåíèÿ äëÿ òåíçîðà Íåéåíõåéñà (14) è äëÿ
óíäàìåíòàëüíîé 2-îðìû (18) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû X, Y
îðòîãîíàëüíû ê n1 è n2 .
Îòìåòèì, ÷òî S1 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ÷èñåë Êýëè. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî n1n2 ∈ S5 . Ïîýòîìó ãðóïïà S1 äåéñòâóåò ñëåâà íà S5 : S1 × S5 → S5 .
Ýòî äåéñòâèå óäîáíî âûðàçèòü ïðè ïîìîùè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Âåêòîð x = x0 +
+ x4e4 ∈ R2 óäîáíî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïëåêñíûì ÷èñëîì x = x0 + x4i = z ∈ C ,
ñ÷èòàÿ, ÷òî e4 = i  ìíèìàÿ åäèíèöà. Äëÿ âåêòîðîâ y ∈ R6 èìååì:






= (x1 − x5e4)e1 + (x2 − x6e4)e2 − (x3 + x7e4)e3 =
= (x1 − ix5)e1 + (x2 − ix6)e2 + (x3 − ix7)e3 =
= z1e1 + z
2e2 + z
3e3 ≡ (z1, z2, z3).
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îòîæäåñòâèòü R6 ñ C3 . Òîãäà ëåâîå äåéñòâèå S1 íà S5  ýòî
ïðîñòî óìíîæåíèå êîìïëåêñíîãî âåêòîðà y ≡ (z1, z2, z3) ∈ S5 ⊂ C3 íà êîìïëåêñíîå
÷èñëî z ∈ S1 ⊂ C . Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà óìíîæåíèÿ:
z(zkek) = (zz
k)ek, ekz = zek, (zek)ep = z(ekep), k, p = 1, 2, 3, k 6= p.
Î÷åâèäíî, ÷òî ëåâîå äåéñòâèå S1 íà S5 îïðåäåëÿåò ðàññëîåíèå Õîïà S5 →
CP 2 . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýëåìåíòû ãðóïïû G2 àâòîìîðèçìîâ ÷èñåë Êýëè, îñòàâ-
ëÿþùèå íà ìåñòå âåêòîð e4 , äåéñòâóþò íà C
3
êàê êîìïëåêñíî ëèíåéíûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî îíè îáðàçóþò ãðóïïó SU(3) .
Òåîðåìà 9. Îðòîãîíàëüíàÿ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà S1 ×
×S5 ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Îïåðàòîð ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè
J ïåðåâîäèò âåêòîðíîå ïîëå V0 , êàñàòåëüíîå ê S
1
, â âåêòîðíîå ïîëå V1 íà S
5
,
êàñàòåëüíîå ê ñëîÿì ðàññëîåíèÿ Õîïà: J(V0) = −V1 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàõîäèì òåíçîð Íåéåíõåéñà ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïî îð-
ìóëå (14). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ n1 = cos θ + sin θe4 = e
iθ
, n2 = e1 , X = X2 = e2 ,
Y = Y2 = e3 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå N(n1,n2)(e2, e3) = −4(1− ei2θ) 6= 0 . Ïîýòîìó
ñòðóêòóðà J íåèíòåãðèðóåìà.
Ïóñòü n1 = cos θ + i sin θ = e




iθz3e3 ∈ S5 . Ïóñòü V0(n1) = ieiθ = in1  êàñàòåëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå ê îêðóæíîñòè S1 è V1(n2) = i(z
1, z2, z3)  êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå
ïîëå ê ñëîÿì ðàññëîåíèÿ Õîïà. Òîãäà
J(V0(n1)) = (n1n2)ie







iθe−iθ = −i(z1e1, z2e2, z3e3) = −i(z1, z2, z3) = −V1(n2).
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Ïî ïîñòðîåíèþ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî òàêèõ ýëåìåíòîâ g ∈ G2 , êîòîðûå äåéñòâóþò íà S1 × S5 . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïîäãðóïïà èçîòðîïèè SU(3) ⊂ G2 ýëåìåíòà e4 äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íà S5 è
òîæäåñòâåííî íà S1 . Òîãäà ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà S1×S5 èíâà-
ðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ SU(3) . Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïî÷òè êîìïëåêñíîé
ñòðóêòóðû Êýëè äîñòàòî÷íî íàéòè åå â òî÷êàõ âèäà (n1, n2) , ãäå n1 ïðîáåãàåò
S1 , à âåêòîð n2 ∈ S5 èêñèðîâàí. Âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ
ñòðóêòóðà Êýëè ïîëó÷àåòñÿ äåéñòâèåì ãðóïïû SU(3) .
Íàéäåì ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó Êýëè â òî÷êàõ âèäà (n1, n2) , ãäå n1 =
= cos θ + sin θ e4 ∈ S1 , n2 = e1 ∈ S5 . Èìååì: n1n2 = cos θ e1 − sin θ e5 . Êàñàòåëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî T(n1,e1)(S
1 × S5) èìååò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç âåêòîðîâ
V0(n1) = − sin θ + cos θ e4 , e2, e3, e5, e6, e7 . Äåéñòâèå ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóê-
òóðû Êýëè J íà ýòèõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:
J(n1,e1)V0(n1) = e5, J(n1,e1)e5 = −V0(n1),
J(n1,e1)e2 = cos θ e3 + sin θ e7 = (cos θ − sin θ e4)e3 = e−iθe3,
J(n1,e1)e3 = − cos θ e2 − sin θ e6 = −(cos θ − sin θ e4)e2 = −e−iθe2,
J(n1,e1)e6 = − cos θ e7 + sin θ e3 = −(cos θ − sin θ e4)e7 = −e−iθe7,
J(n1,e1)e7 = cos θ e6 − sin θ e2 = (cos θ − sin θ e4)e6 = e−iθe6.
Îòìåòèì, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè íå èíâàðèàíòíà ïðè ëåâîì





Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà




















3.4.1. Ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 3-îðìå dω .
Íàéäåì âûðàæåíèå âíåøíåãî äèåðåíöèàëà dω óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ïî-
÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè íà S1×S5 è èññëåäóåì dω íà íåâûðîæäåííîñòü.
Ïîñêîëüêó ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J è îðìà ω íà S1 × S5 èí-
âàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ SU(3) íà S5 , òî äîñòàòî÷íî íàéòè Ω = dω â
òî÷êàõ âèäà (n1, n2) , ãäå n1 ïðîáåãàåò S
1
, à âåêòîð n2 ∈ S5 èêñèðîâàí. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè n2 = e1 ∈ S5 è ïóñòü n1 = cos θ + sin θ e4 ∈ S1 .
Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà T(n1,e1)(S
1×S5) îáðàçó-
þò âåêòîðû V0(n1) = − sin θ + e4 cos θ è e2, e3, e5, e6, e7 . Äëÿ íàõîæäåíèÿ Ω = dω
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íóæíî íàéòè çíà÷åíèÿ Ω(ei, ej, ek) , i < j < k ∈ {2, 3, 5, 6, 7} è çíà÷åíèÿ Ω(V0, ei, ej) ,
i < j ∈ {2, 3, 5, 6, 7} . Áóäåì èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (18) äëÿ dω è îðìóëó Φ =
= dx0 ∧ ϕ+ ψ , ãäå ϕ è ψ  àññîöèàòèâíàÿ è êîàññîöèàòèâíàÿ êàëèáðîâêè R7 .
Äëÿ Ω(ei, ej, ek) îðìóëà (18) ïðèíèìàåò âèä:
Ω(ei, ej , ek) = 3Φ(n1, ei, ej , ek) = 3 cos θϕ(ei, ej, ek) + 3 sin θψ(e4, ei, ej , ek).
Òàêèì îáðàçîì, Ω = 3 cos θϕ + 3 sin θιe4ψ . Èñïîëüçóÿ îðìóëû (2) è (5), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ Ω íà Te1S
5
:
ΩS5 = 3 cos θ(ω257 − ω356) + 3 sin θ(ω567 − ω235). (24)
Äëÿ Ω(V0, ei, ej) îðìóëà (18) ïðèíèìàåò âèä:
Ω(V0, ei, ej) = Φ(V0, e1, ei, ej) + 2Φ(n1, V0, ei, ej). (25)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå ιe1ιV0Φ â ïðàâîé ÷àñòè (25) ðàâíî:
Φ(V0, e1, ei, ej) = − sin θϕ(e1, ei, ej) + cos θψ(e4, e1, ei, ej).
Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ îðìóëû (2) è (5), ïîëó÷àåì â ëåâîé ÷àñòè (25): ιV0Ω =
= − sin θιe1ϕ+ cos θιe1ιe4ψ = − sin θ(ω23 − ω67)− cos θ(ω63 + ω27) . Ñëåäîâàòåëüíî,
Ω1 = −v∗0 ∧ (sin θ(ω23 − ω67) + cos θ(ω63 + ω27)), (26)
ãäå v∗0  ïåðâûé âåêòîð äóàëüíîãî áàçèñà ê {V0, e2, e3, e5, e6, e7} .
Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (25) ιV0ιn1Φ åñòü
2Φ(n1, V0, ei, ej) = 2ϕ(e4, ei, ej).
Èñïîëüçóÿ îðìóëû (2) è (5), ïîëó÷àåì: ιV0Ω = 2ιe4ϕ = −ω26−ω37 . Ñëåäîâàòåëüíî,
Ω2 = −2v∗0 ∧ (ω26 + ω37). (27)
Ñêëàäûâàÿ îðìóëû (24), (26), (27), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíî îáùåå âûðàæåíèå
äëÿ Ω :
Ω = −v∗0 ∧ (sin θ ω23 + 2ω26 + cos θ ω27 − cos θ ω36 + 2ω37 − sin θ ω67)−
− 3 sin θ ω235 + 3 cos θ ω257 − 3 cos θ ω356 + 3 sin θ ω567. (28)
Ýëåìåíò îáúåìà íà T(n1,e1)S
1 × S5 èìååò âèä: µ = v∗0 ∧ ω23567 = ω023567 . Ïóñòü





7e7 ∈ T(n1,e1)(S1 × S5).
Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îðìóëó:
ιXΩ ∧ Ω = −(6X0 + 18X5)ω23567 + (12 cos θX3 − 12 sin θ X7)ω03567+
+ (12 cos θX2 − 12 sin θX6)ω02567 −−(10X0 + 6X5)ω02367+
+ (12 sin θ X3 + 12 cosθ X7)ω02357 + (12 sin θX
2 + 12 cos θX6)ω02356.




−6 0 0 −18 0 0
0 0 −12 cosθ 0 0 12 sin θ
0 12 cos θ 0 0 −12 sin θ 0
10 0 0 6 0 0
0 0 12 sin θ 0 0 12 cos θ




ØÅÑÒÈÌÅÍÛÅ ÏÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÑÔÅ 133
Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî K2Ω = −144Id . Ïîýòîìó îïåðàòîð KΩ îïðå-
äåëÿåò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó IΩ = KΩ/12 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â òî÷êàõ
S1 × {e1} èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå IΩ = AJ ìåæäó ïî÷òè êîìïëåêñíûìè ñòðóê-




3/2 0 0 −1/2 0 0
0 cos 2θ 0 0 sin 2θ 0
0 0 cos 2θ 0 0 sin 2θ
−1/2 0 0 5/6 0 0
0 − sin 2θ 0 0 cos 2θ 0




Ïîñêîëüêó ïî÷òè êîìïëåêñíûå ñòðóêòóðû IΩ è J èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ íà S5 ïîäãðóïïû èçîòðîïèè SU(3) ⊂ G2 , òî äàííîå ñîîòíîøåíèå IΩ = AJ
èìååò ìåñòî âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà S1×S5 . Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå.
Òåîðåìà 10. 3-îðìà Ω = dω íà S1 × S5 íåâûðîæäåíà âñþäó è îïðåäåëÿ-
åò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó IΩ = KΩ/12 íà S
1 × S5 , êîòîðàÿ â òî÷êàõ
(eiθ, n2) ∈ S1 × S5 ñâÿçàíà ñ ïî÷òè êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé Êýëè J îðìóëîé
IΩ = AJ ñ ìàòðèöåé A âèäà (30).
Çàìå÷àíèå 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà IΩ íå ÿâëÿåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíîé è íå ÿâëÿåòñÿ àññîöèèðîâàííîé ñ óíäàìåíòàëüíîé îðìîé ω :
ω(IΩX, IΩY ) 6= ω(X,Y ) . àññìîòðèì ðàññëîåíèå Õîïà S1 × S5 → CP 2 , îïðå-
äåëåííîå ëåâûì äåéñòâèåì S1 íà S5 . Íà ãîðèçîíòàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ýòîãî
ðàññëîåíèÿ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: IΩ = e
2iθJ , à íà âåðòèêàëü-
íîì ðàñïðåäåëåíèè ñ áàçèñíûìè ïîëÿìè {V0, V1} ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà












3.5. Ïðîèçâåäåíèå ñåð S2 × S4 . Êàê èçâåñòíî [9℄, òàêîå ïðîèçâåäåíèå
÷åòíîìåðíûõ ñåð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íåòðèâèàëüíûì ñëó÷àåì, äîïóñêàþùèì
ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Âëîæèì S2 × S4 â Ca = R8 ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñåðà S2 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R3 , ñîñòîÿùåé èç ÷è-
ñåë âèäà x = x0 + x1e1 + x
2e2 , à S
4
 åäèíè÷íîé â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè R5 ,




7e7 . Ïóñòü n1 è n2 
íîðìàëüíûå âåêòîðû ê ñåðàì S2 è S4 . Êàê øåñòèìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå â R8 ,
ïðîèçâåäåíèå S2×S4 èìååò ïî÷òè êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó, îïðåäåëåííóþ îðìó-
ëîé J(X) = P (n1, n2, X) = (n1n2)X , X ∈ T(n1,n2)(S2×S4) . Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûé
âåêòîð X îðòîãîíàëåí ê n1 è n2 , òî äàííîå âëîæåíèå S
2 × S4 ⊂ E3,5 ÿâëÿåòñÿ
(ïñåâäî)ãîëîìîðíûì. Ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå ðàíåå âû-
ðàæåíèÿ (17) è (14) äëÿ óíäàìåíòàëüíîé 2-îðìû è äëÿ òåíçîðà Íåéåíõåéñà ñ
ó÷åòîì òîãî, ÷òî êàñàòåëüíûå âåêòîðû X,Y îðòîãîíàëüíû ê n1 è n2 .
Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî÷òè êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà Êýëè J íà S2×
×S4 ÿâëÿåòñÿ íåèíòåãðèðóåìîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü, íàïðèìåð: n1 = 1 , n2 = e5 ,
X = X1 = e1 , Y = Y1 = e2 . Òîãäà N(n1,n2)(e1, e2) = 4e3 − 4e6 .
Íàõîæäåíèå âíåøíåãî äèåðåíöèàëà dω óíäàìåíòàëüíîé îðìû ω ïî÷òè
êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðû Êýëè íà S2 × S4 è èññëåäîâàíèå dω íà íåâûðîæäåííîñòü
áóäåò ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåé ðàáîòå.
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Summary
N.K. Smolentsev. On Almost Complex Strutures on 6-dimensional Produts of Spheres.
In this artile, almost omplex strutures on the sphere S
6













whih naturally arise at their embeddings in the algebra
of Cayley numbers are onsidered. It is shown that all of them are nonintegrable. Expressions
of the fundamental form ω and the Nijenhuis tensor for eah ase are obtained. It is also
shown that the form dω is nondegenerate. New speial almost omplex strutures on produts
of spheres are onstruted.
Key words: 6-manifolds, almost omplex strutures, Cayley numbers, vetor ross
produt.
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